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一种区间数-二元联系数转换的模糊决策改进算法
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摘 要: 针对准则值和准则权重以二元或三元区间数形式给出的模糊决策问题,提出一种区间数-二元联系数转
换改进算法.利用区间数的偏好值和上下限取值范围,将区间数转换为二元联系数.将区间数的偏好值作为联系
数的同一度,并将区间数上下限到偏好值的距离作为联系数的差异度,使得转换过程中区间模糊信息中的确定性
增大,不确定性减小.在此基础上,使用同一度和差异度重新定义联系数的正负理想解,并确定联系数间的距离公
式,进而提出一种改进的基于联系数的TOPSIS模糊决策算法.最后,结合实例表明所提出算法的有效性和合理性.
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An improved fuzzy decision making algorithm for interval number-binary
connection number conversion
HE Ying1, ZHAO Gang1†, XIU Rui1,2

(1. School of Mechanical Engineering and Automation，Beihang University，Beijing 100191，China；2. Beijing Institute
of Aerospace Control Instrument，Beijing 100039，China)

Abstract: To solve the fuzzy decision-making problem in which the criterion value and the criterion weight are given in
the form of binary or ternary inter-zone numbers, an improved algorithm of interval number-binary connection number
conversion is proposed. By using the preference value of interval number and the value range of upper and lower limits,
the interval number is converted into a binary connection number. The preference value of the interval number is taken
as the same degree of the connection number, and the distance from the upper and lower limit of the interval number
to the preference value is taken as the difference degree of the connection number. The uncertainty of interval fuzzy
information increases and the uncertainty decreases during the conversion process. On this basis, the positive and negative
ideal solutions of the connection numbers are redefined by using the same degree and difference degree, and the distance
formula between the connection numbers is determined. Then, an improved TOPSIS fuzzy decision algorithm based on
the connection numbers is proposed. Finally, the effectiveness and rationality of the algorithm are verified by an example.
Keywords: fuzzy decision；interval number；binary connection number；preference；distance；same degree；difference
degree

0 引 䀰

模糊决策中常见准则值或准则权重用范围描

述,区间数能正确地表达范围信息,这类模糊决策也
被称为区间数决策.区间数决策的难点在于区间数
排序[1-3],国内外学者对其展开了大量研究.研究成果
可分为三类:第1类是将区间数转化为具有代表性的
实数,这类方法存在的问题是转换过程中信息量过度
丢失,可信度不高;第 2类是定义某种表达区间数关
系程度的量[4-6],这类方法通常会有假设前提,在实际

应用中较难满足;第3类是利用区间数包含的确定性
和不确定性特征,将其转化为某种也具备双重特征的
数[7-9].本文的研究属于第3类,利用联系数具备的能
够表示确定性和不确定性关系的函数特征,将区间数
转化为联系数.
联系数是由我国学者赵克勤提出的[10-11],是一

种用来描述研究对象确定性与不确定性及其相互作

用的结构函数[12-14].联系数的提出为处理区间型模
糊决策问题提供了一种全新的方法[15-17],目前已被

收稿日期: 2019-01-28；修回日期: 2019-05-09.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (71430026, 61273232)；湖南省自然科学基金项目 (2015JJ2047).
†通讯作者. E-mail: zhaog@buaa.edu.cn.



第10期 贺 颖等: 一种区间数-二元联系数转换的模糊决策改进算法 2443

广泛应用于航空航天、工业制造、军事国防、能源交

通、天气预报、社会经济、质量管理等多个领域[18-20].
陆广地[21]、刘秀梅等[22]、金卫雄等[23]对联系数和区

间数间的关系进行研究,提出了广一同一度法、联系
数四则运算、均值和方差、正态分布、各类集成算

子[24-25]等方法,实现了联系数与区间数的转换,但这
些方法存在运算复杂、确定性和不确定性估算不足、

转换时会产生上下限溢出等问题[26-27].
本文受到上述研究的启发,发现二元和三元区间

数偏好值的确定性以及上下限与偏好值间距离的不

确定性,提出一种区间数-联系数转换方法,并在此基
础上对经典的TOPSIS决策进行改进.最后,通过与
其他相关研究进行实例对比分析,表明本文所提出方
法的合理性.

1 区间数-二元联系数转换
1.1 区 间 数

定义1 [1-2] 区间数按照表示参数的数量可以划

分为二元区间数和三元区间数,具体定义如下.设R

为实数域,若:
1) X̃ = [xL, xH ], xL ∈ R, xH ∈ R, xL ⩽ xH ,则

X̃被称为二元区间数.其中:xL为区间的下限数,xH

为区间的上限数.二元区间数的中点x∗ = (xL+xH)

/2称为偏好值,是该区间中取值可能性最大的数值.
2) X̃ = [xL, x∗, xH ], xL ∈ R, x∗ ∈ R, xL ⩽ x∗ ⩽

xH ,则X̃被称为三元区间数.其中:xL为区间的下限

数,xH为区间的上限数. x∗称为偏好值,是区间中取
值可能性最大的数值.

1.2 联 系 数

为了解决系统中的确定性和不确定性问题,赵克
勤[10]提出了集对分析 (set pair analysis, SPA)理论.该
理论通过引入联系数µ =

S

N
+

F

N
i +

P

N
j来解决不

确定性问题,为处理不确定性问题提供了一种方法.
若令

S

N
= a,

F

N
= b,

P

N
= c,则µ = a + bi + cj.又

由于a、b、c满足a + b + c = 1这一条件,当c = 0 时

µ = a+ bi+ cj可简化成µ = a+ bi,具体定义如下.
定义2 [3] 设µ = a + bi, a ⩾ 0, b ⩾ 0,称µ为

a + bi型联系数, a表示确定性,称为同一度, b表示不
确定性,称为差异度, i ∈ [−1, 1],是不确定量,根据具
体情况取值.

定义3 [12] 设联系数

µ1 = a1 + b1i, µ2 = a2 + b2i,

则有

µ1 + µ2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i.

定义4 [22-24] 设联系数

µ1 = a1 + b1i, µ2 = a2 + b2i,

则有

µ1µ2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) =

a1a2 + a1b2i+ a2b1i+ b1b2i
2.

需要说明的是,由于 i是一个根据具体情况取值

的不确定量,可以认为i2在表示不确定量的意义上与

i效果相同,即b1b2i
2 = b1b2i,于是有

µ1µ2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) =

a1a2 + (a1b2 + a2b1 + b1b2)i.

1.3 区间数-联系数转换
定义5 二元区间数 X̃pq = [xL

pq, x
H
pq]和三元

区间数 X̃pq = [xL
pq, x

∗
pq, x

H
pq],存在偏好值x∗

pq,对于
二元联系数µpq = apq + bpqi,有apq = x∗

pq, bpq =√
(xH

pq − x∗
pq)

2
+ (xL

pq − x∗
pq)

2,即

µpq = x∗
pq +

√
(xH

pq − x∗
pq)

2
+ (xL

pq − x∗
pq)

2
i, (1)

i ∈
[ xL

pq − x∗
pq√

(xH
pq − x∗

pq)
2
+ (xL

pq − x∗
pq)

2
,

xH
pq − x∗

pq√
(xH

pq − x∗
pq)

2
+ (xL

pq − x∗
pq)

2

]
∈ [−1, 1].

2 基于联系数的TOPSIS模糊决策算法
设方案集为Sp(p = 1, 2, . . . ,m),每个方案有

决策准则 tq(q = 1, 2, . . . , n),准则权重为wq(q =

1, 2, . . . , n), wq = [wL
q , w

H
q ]或 [wL

q , w
∗
q , w

H
q ],决策矩阵

A = [apq]m×n(p = 1, 2, . . . ,m, q = 1, 2, . . . , n), apq

表示第p个方案在第q个决策准则上的区间数, apq =

[aLpq, a
H
pq]或 [aLpq, a

∗
pq, a

H
pq].针对该类决策问题,将联系

数与传统的TOPSIS模型结合起来,给出基于联系数
的TOPSIS模糊决策算法,具体方法如下.

1) 对方案决策矩阵A = [apq]m×n(p = 1, 2, . . . ,

m)的规范化处理.
对决策矩阵的规范化处理过程也是归一化过程,

本文使用0-1归一化处理对区间数据进行变换,使结
果落到[0, 1]区间.
当区间数为效益型准则时,规范化处理公式为

yLpq =
aLpq

m∑
p=1

aHpq

, y∗pq =
a∗pq

m∑
p=1

a∗pq

, yHpq =
aHpq

m∑
p=1

aLpq

; (2)

当区间数为成本型准则时,规范化处理公式为

yLpq =
(aHpq)

−1

m∑
p=1

(aLpq)
−1

, y∗pq =
(a∗pq)

−1

m∑
p=1

(a∗pq)
−1

,
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yHpq =
(aLpq)

−1

m∑
p=1

(aHpq)
−1

. (3)

2) 按照式 (1)实现区间数与二元联系数的转换,
得到二元联系数方案决策矩阵A′ = [upq]m×n, p =

1, 2, . . . ,m.
3)确定准则的正负理想解.
正理想解为

µ+
pq

= a+
pq

+ b+
pq
i. (4)

其中: a+
pq

= max
1⩽p⩽m

(apq), b
+
pq

= max
1⩽p⩽m

(bpq).

负理想解为

µ−
pq

= a−
pq

+ b−
pq
i. (5)

其中: a−
pq

= min
1⩽p⩽m

(apq), b
−
pq

= min
1⩽p⩽m

(bpq).

4)计算各方案与理想解之间的距离.
方案Sp到正理想解之间的距离为

D+
p =

n∑
q=1

wp ×

√
(apq − a+pq)

2
+ (bpq − b+pq)

2

2
, (6)

方案Sp到负理想解之间的距离为

D−
p =

n∑
q=1

wp ×

√
(apq − a−pq)

2
+ (bpq − b−pq)

2

2
. (7)
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图 1 改进的基于联系数的TOPSIS模糊决策算法流程

5)计算各方案与理想解的相对贴近度.有

Cp =
D−

p

D+
p +D−

p

, fip = 1, 2, . . . ,m. (8)

Cp越大,方案越优.
改进的基于联系数的TOPSIS模糊决策算法流

程如图1所示.

3 实例分析

为便于计算方法的比较分析,直接使用文献 [1]
中的实例.该实例列出的指标有 6项,针对 5个候选
方案的准则值已知,准则权重已知.用基于联系数的
TOPSIS模糊决策算法模型进行求解,具体步骤如下.

step 1: 为验证本文所提出的二元区间数和三元
区间数与二元联系数间的转换算法,将文献 [1]决策
矩阵的第4个候选方案区间数中的偏好值去掉,将其
调整为二元区间数,按照式 (2)和 (3)对该决策矩阵进
行规范化处理,处理后的决策矩阵和准则权重向量为

A =

[0.17, 0.19, 0.21] [0.19, 0.20, 0.21] [0.19, 0.20, 0.21]

[0.19, 0.21, 0.23] [0.19, 0.20, 0.21] [0.19, 0.20, 0.21]

[0.19, 0.20, 0.22] [0.18, 0.19, 0.20] [0.19, 0.20, 0.22]

[0.18, 0.21] [0.19, 0.21] [0.18, 0.20]

[0.18, 0.20, 0.22] [0.19, 0.20, 0.21] [0.19, 0.20, 0.22]

→

←

[0.19, 0.21, 0.22] [0.19, 0.20, 0.21] [0.20, 0.21, 0.22]

[0.19, 0.20, 0.21] [0.20, 0.21, 0.22] [0.19, 0.20, 0.21]

[0.19, 0.20, 0.21] [0.18, 0.19, 0.21] [0.19, 0.20, 0.21]

[0.18, 0.21] [0.18, 0.21] [0.19, 0.21]

[0.19, 0.20, 0.21] [0.19, 0.20, 0.21] [0.18, 0.19, 0.20]


,

W =



[0.10, 0.15, 0.20]

[0.05, 0.10, 0.15]

[0.20, 0.25, 0.30]

[0.05, 0.10, 0.15]

[0.15, 0.20, 0.25]

[0.10, 0.15, 0.20]


.

step 2:实现区间数与二元联系数转换.
按照式 (1)对矩阵A进行转换,得到以二元联系

数表示的矩阵A′,即

A′ =

0.19 + 0.028 3 i 0.2 + 0.014 1 i 0.2 + 0.014 1 i

0.21 + 0.028 3 i 0.2 + 0.014 1 i 0.2 + 0.014 1 i

0.2 + 0.014 1 i 0.19 + 0.014 1 i 0.21 + 0.022 4 i

0.195 + 0.021 2 i 0.2 + 0.026 9 i 0.19 + 0.025 5 i

0.2 + 0.028 3 i 0.2 + 0.014 1 i 0.2 + 0.022 4 i

→
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←

0.21 + 0.022 4 i 0.2 + 0.014 1 i 0.21 + 0.014 1 i

0.2 + 0.014 1 i 0.21 + 0.014 1 i 0.2 + 0.014 1 i

0.2 + 0.014 1 i 0.19 + 0.022 4 i 0.2 + 0.014 1 i

0.19 + 0.025 5 i 0.195 + 0.025 5 i 0.2 + 0.026 9 i

0.2 + 0.014 1 i 0.2 + 0.014 1 i 0.19 + 0.014 1 i


.

为了便于与文献 [1]和文献 [2]提出的区间数转
换联系数方法进行对比,使用文献 [1]提出的三元区
间数转换方法和文献[2]提出的二元区间数转换方法
对矩阵A进行转换,获得的二元联系数表示矩阵为

A[1-2] =

0.19 + 0.04 i 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i
0.21 + 0.04 i 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i
0.20 + 0.03 i 0.19 + 0.02 i 0.20 + 0.03 i
0.18 + 0.03 i 0.19 + 0.02 i 0.18 + 0.02 i
0.20 + 0.04 i 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.03 i

→

←

0.21 + 0.03 i 0.20 + 0.02 i 0.21 + 0.02 i
0.20 + 0.02 i 0.21 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i
0.20 + 0.02 i 0.19 + 0.03 i 0.20 + 0.02 i
0.18 + 0.03 i 0.18 + 0.03 i 0.19 + 0.02 i
0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i 0.19 + 0.02 i


.

将矩阵A′与A[1-2]对比后发现,A′在二元区间数

转换为二元联系数时,同一度较A[1-2](文献[2]提出的
方法)的值大,A′在三元区间数转换为二元联系数时,
差异度较A[1-2](文献 [1]提出的方法)的值小,说明本
文所提出的转换方法在保证可信前提下将模糊信息

中的确定性增大,不确定性减小,更具有合理性和实
用性.

step 3:计算准则的正负理想解.
根据式 (4)和 (5)求得准则的正理想解µ+

pq
和负理

想解µ−
pq
分别为

µ+
pq

=

[0.21+0.028 3 i 0.2+0.026 9 i 0.21+0.025 5 i→

← 0.21+0.025 5 i 0.21+0.025 5 i 0.21+0.026 9 i],

µ−
pq

=

[0.19+0.014 1 i 0.19+0.014 1 i 0.19+0.014 1 i→

← 0.19+0.014 1 i 0.19+0.014 1 i 0.19+0.014 1 i].

step 4:计算各方案与理想解之间的距离.
本文提出的计算准则正负理想解的方法中需要

用到准则权重,按文献 [3]提出的方法对准则权重进
行处理,得到准则权重向量为

W =

[0.147 8 0.102 1 0.253 2 0.106 3 0.205 7 0.158 6]T.

根据式 (6)和 (7),计算方案与理想解之间的距离
为

D+
1 = 0.009 869, D−

1 = 0.009 507,

D+
2 = 0.008 515, D−

2 = 0.010 068,

D+
3 = 0.009 639, D−

3 = 0.008 221,

D+
4 = 0.010 341, D−

4 = 0.008 859,

D+
5 = 0.010 074, D−

5 = 0.007 284.

step 5:计算各方案与理想解的相对贴近度.
根据式 (8),计算方案与理想解间的相对贴近度

为

C1 = 0.490 652, C2 = 0.541 788, C3 = 0.460 295,

C4 = 0.461 403, C5 = 0.419 648.

按照相对贴近度越大方案越优的原则对方案进

行排序,得到C2 > C1 > C4 > C3 > C5,因此,方案排
序结果为S2 > S1 > S4 > S3 > S5.
将该方案排序结果与文献 [1]、文献 [27]和经典

TOPSIS法对文献 [1]实例所求结果进行比较.由于文
献 [1]中的实例使用三角模糊数来表示候选方案属
性值,而经典TOPSIS法是使用确定数值来表示候选
方案属性值,这里取三角模糊数的偏好值作为经典
TOPSIS法的方案属性值.
需要注意的是,文献 [1]、文献 [27]、经典TOPSIS

法与本文得到的排序结果有所差异, 4种方法得到的
排序结果如表1所示.

表 1 4种排序方法结果对比

方法 排序结果

本文 S2 > S1 > S4 > S3 > S5

文献 [1] S2 > S1 > S5 > S3 > S4

文献 [27] S2 > S5 > S3 > S1 > S4

经典TOPSIS S2 > S1 > S3 > S4 > S5

4种方法的最优方案相同,均为S2.本文与文献
[1]的排序结果S4和S5两方案顺序不同,通过分析发
现:文献 [1]和文献 [27]中的S4准则值用三元区间数

描述;本文为了验证所提出的区间数-联系数转换方
法,将原S4准则值中的偏好值删除,将其变为二元区
间数,修改后的S4有两项准则值的偏好值增加,即S4

准则值的确定性部分增大,导致S4的排序结果略优

于S5.本文与经典TOPSIS法最优方案和最劣方案排
序结果相同,仅第3、第4位排序结果不同,这是由于
本文所提出方法在求解正负理想解和距离时考虑了

联系数的同一度和差异度.
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考虑到S4准则值略有修改,将方案S4剔除,分析
文献 [27]与本文方案排序的差异,主要在于S1与S5

之间的顺序.对S1和S5的准则值加以对比分析,如表
2所示.

表 2 准则值对比

方案 处理后的准则值

S1 0.19 + 0.04 i 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i

S5 0.20 + 0.04 i 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.03 i

同一度对比结果 S5同一度较大 相同 相同

方案 处理后的准则值

S1 0.21 + 0.03 i 0.20 + 0.02 i 0.21 + 0.02 i

S5 0.20 + 0.02 i 0.20 + 0.02 i 0.19 + 0.02 i

同一度对比结果 S1同一度较大 相同 S1同一度较大

差异度为不确定性,变化大,不易对比.将S1和

S5准则值中的同一度,即确定性进行对比分析,从表
2中可以看出,S1有两项同一度较大,而S5只有一项,
其他项两方案的同一度相同,S1的排序优于S5有其

合理性,因此,方案排序结果S2 > S1 > S4 > S3 > S5

合理.
为了更好地论述本文所提出的决策模型在实际

应用中的有效性,以机床切削用量的评价为例进行说
明.某制造厂加工一批轴承,在对其加工工艺、加工
设备等资源进行考量后,提出4种加工方案S1、S2、

S3、S4,制定了6项评估准则对方案的机床切削用量
进行评价. 6项评估准则分别为:对零件生产率的影
响 (P1)、对零件精度及表面粗糙度的影响 (P2)、对

刀具耐用度的影响(P3)、对人工成本的影响(P4)、对

能源消耗的影响(P5)、对环境污染的影响(P6).首先,
将原有的加工经验数据与专家打分相结合,得到决策
矩阵和准则权重;然后,依据效益型准则和成本型准
则进行规范化处理,得到规范化后的决策矩阵A和准

则权重W为

A =
[0.84, 0.87, 0.89] [0.90, 0.92, 0.95] [0.89, 0.92, 0.93]

[0.89, 0.95] [0.91, 0.96] [0.88, 0.93]

[0.93, 0.96] [0.91, 0.94] [0.87, 0.93]

[0.89, 0.93, 0.95] [0.86, 0.88, 0.91] [0.90, 0.92, 0.93]

→

←

[0.85, 0.88, 0.90] [0.91, 0.93, 0.97] [0.91, 0.95, 0.97]

[0.92, 0.95] [0.91, 0.93] [0.92, 0.94]

[0.88, 0.91] [0.95, 0.97] [0.93, 0.96]

[0.94, 0.95, 0.98] [0.90, 0.93, 0.96] [0.84, 0.87, 0.91]

 .

W =



[0.05, 0.09, 0.16]

[0.12, 0.16, 0.21]

[0.13, 0.17, 0.20]

[0.16, 0.19, 0.23]

[0.09, 0.14, 0.19]

[0.15, 0.20, 0.25]


.

将决策矩阵A转换后得到二元联系数矩阵

A′ =
0.87 + 0.036 1 i 0.92 + 0.036 1 i 0.92 + 0.031 6 i

0.92 + 0.042 4 i 0.935 + 0.035 4 i 0.905 + 0.035 4 i

0.945 + 0.021 2 i 0.925 + 0.021 2 i 0.9 + 0.042 4 i

0.93 + 0.044 7 i 0.88 + 0.036 1 i 0.92 + 0.022 4 i

→

←

0.88 + 0.036 1 i 0.93 + 0.044 7 i 0.95 + 0.044 7 i

0.935 + 0.021 2 i 0.92 + 0.014 1 i 0.93 + 0.014 1 i

0.895 + 0.021 2 i 0.96 + 0.014 1 i 0.945 + 0.021 2 i

0.95 + 0.031 6 i 0.93 + 0.042 4 i 0.87 + 0.05 i

 .

准则的正理想解µ+
pq
和负理想解µ−

pq
为

µ+
pq

=

[0.945+0.044 7 i 0.935+0.036 1 i 0.92+0.042 4 i→

← 0.95+0.036 1 i 0.96+0.044 7 i 0.95+0.044 7 i],

µ−
pq

=

[0.87+0.021 2 i 0.88+0.021 2 i 0.9+0.022 4 i→

← 0.88+0.021 2 i 0.92+0.014 1 i 0.87+0.014 1 i].

4种加工方案与理想解之间的距离为

D+
1 = 0.009 512, D−

1 = 0.008 721,

D+
2 = 0.009 368, D−

2 = 0.010 121,

D+
3 = 0.010 617, D−

3 = 0.009 942,

D+
4 = 0.009 871, D−

4 = 0.009 107.

4种加工方案与理想解的相对贴近度为

C1 = 0.478 309, C2 = 0.519 313,

C3 = 0.483 584, C4 = 0.479 871.

由于C2 > C3 > C4 > C1,得到4种加工方案机
床切削用量评价的排序结果为S2 > S3 > S4 > S1,
因此,在加工轴承时应选择方案S2的机床切削用量.

4 结 论

本文在借鉴文献 [1-3, 7-8, 15, 22-27]的基础上,
给出了一种二元、三元区间数向二元联系数转换

的方法;并基于此,提出了一类改进的TOPSIS决策模
型.该模型的思路清晰,易于实现,具有一定的实际应
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用价值.但是,针对二元联系数中的取值问题,本文仅
给出了一个能防止区间数出现上下限溢出的相对范

围,并未就其适应性进行求证.另外,改进的TOPSIS
决策模型中的准则的正负理想解取的是全最大值和

全最小值,是否具有实用性仍有待于今后在应用过程
中不断进行研究、完善和修正.
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